7.5.3 Hledani kruznic Il

Predpoklady: 7502

Pedagogicka poznamkaTato hodina pat mezi vibec nej¢zSi. Neni realnétpdpokladat, Zze
by vétSina studerit dokazala samostatprijit naeSeni, p&ase na rozmyslenou je
nutné giklad spoléné rozebrat a vymyslet postup. Kresleni obagkrozhods
lepSi provadt na tabuli postuph) nez je pouze promitnout ztace. Pokud
studenti maji problémy s vyptem osy uséky nebo vzdalenosti dvou bbdoudou
na hodig asi zbyténi.

Pokud mate&as, je samaejme lepSi rozdlit obsah hodiny do dvou vyovacich
hodin.

Pedagogicka poznamka#¥i pocitani v hodig rozcElime priklady do dvou skupin. Nejire
feSime prvniit. Nechdm studentyipeist zadani a nakreslit obrazkyehem
kresleni jeiteba chodit a korigovat, co studenti kresli. Po iavani obrazk
nechavam jestchvilku na rozmysleni postupu, poté si ho spaiaikazeme na
tabuli (nakreslené obrazky a postup v bodech nezhéwa tabuli). Po vyjagni
postup studenti piklady samostathieSi. Riblizné ¢tvrt hodiny gred koncem si
zaneme stejnym ZjsobemiesSit zbyvajiciit priklady.

Studenti, kt& dokazi najiteSeni samostatnnejsou nijak omezovani.

PF. 1:  Najdi kruznici, ktera se dotyka ogw bodk Y[0;-3| a osux protina v bod X[10].
Ur¢i jeji dalSi piisetik s 0SOWX.

- BodYibodXlezi na kruznici= stred kruznice musi lezet na ose dkgeXY.

' Stred ma d¥ sodadnice= potrebujeme jegtjednu rovnici. Body neni obgejnym bodem
- kruznice, je ténym bodem pro osy = stted kruznice musi lezet n@imce, ktera je kolma
' na oswy a prochazi bodemr[O;—B] , tedy lezi nafimce y =-3 (vlastre zname jednu

- souradnici).
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Hledame osu usky XY:
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- Stred tseky S,, E;——Z] u=X-Y=(13)=

Rovnice osy:x+3y+c =0, dosadime bod,, E——ﬂ = 1+3(——2} +c=0=c=4.

2

- Osa Uséky XY: x+3y+4=0.

- Znamey-ovou sotadnici stedu: y =-3 = dosadime do rovnice osy a défEmex-ovou
- souradnici: x+3y +4=x+3[-3J+ 4= 0> x= L

Hledana kruznice maisd v bod S[5;-3].

r=|sy| :\/(q—y1)2+(sz—y2)2 :\/(5—0)2+(—3—[—3])2 = £ (bylo jasné zpa#i).
Rovnice kruZnice(x—S)2 +(y+ 3)2 = 25,

Pro pfiseik s osow plati y =0, dosadime do rovnice kruZnice:
(x=5) #(y+ 3 =(x-57+(0+ 7= 2

(x-5)"+9=25

- x*—10x+ 25= 1€

- x2-10x+9=0

(x=9)(x-1)=0

Prvni peisesik X,[10] (zname ze zadani), druhyapesik X,[9;0].

. Kruznice se dotyka osyi osyy = stred kruznice musi lezet na ogelto dvou pimek, tedy:

PF. 2:  Najdi rovnici kruznice, ktera se dotyka asyosyy a prochazi boder [2;1].

'+ napimce y=x = sted kruznice ma absodadnice stejnéS[x; x],
"« nebo na fimce y =-x = soudadnice giedu jsowisla navzajem ogaa S[x x]

Co vyplyva z informace ,kruznice prochazi boddm[12 ]]

-+ Stred kruznice wité lezi v prvnim kvadranta> na gimce y = x.
-+ Stred kruznice je od bodki stejré daleko jako od tych bodi na obou osack
[ =[5 =[]
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X = \/(X—Z)2 +(x—1)2 F (oke strany kladn&isla = z&dny problém se zkouskou a fest
' se zbavime absolutni hodnoty i odmocniny)

X =X A+ A+ X 2X+ ]

x* —6x+5=0

(x-5)(x-1)=0

 Dvé resent:

'+ x=5= §[55 = (x-5)+(y-5°=25

o x=1= 51l = (x-1)7+(y-1)°=1

Pi. 3:  Najdi kruznici, ktera se dotyka&imek p,:2x+y-6=0, p,:2x+y-16=0a
prochazi bodemA[3;1].

- Ptimky, kterych se kruznice dotyka, jsou rovibhé = stred kruznice musi leZet na ose

' pasu (pimce, ktera je s @ima rovnokiZzna a od obou stejrvzdalena).

- Tim je ugen polondr kruznice (polovina vzdalenosti zadanydinpek). Sted kruznice musi
. byt na ose pasu ve vzdalenosti posomkruznice od bodA.



- Osa pasu:
- Je rovnobzna s pimkou p,:2x+y-6=0a p,:2x+y-16= 0 = rovnice 2x+y+c=0.
- Ob¢ zadané fimky maji stejny normalovy vektor> hledané& mizeme utit jako primer
' -6-16
=-11.

téchto koeficiend u obou pimek c =

Osa pasu2x+y-11= 0.
- Polomér kruznice:
' Libovolny bod gimky 2x+y-6= 0, nagtiklad proy =0: 2x+0- 6= 0= P[ 3;9.

o ) 203+0-16 _|-10_ 10 4/5

' Vzdalenost bod® od grimky p,: [Pp =| = == ==2/5.
: 2+ [P J2+2 V5 V55

- Vzdéalenost zadanycttimek je rovna pméru kruznice= r =5.

- Nalezeni stedu:

- Stred lezi na ose pas@x+y-11=0 = y=11-2.

- Stred je od boduA[3;1], vzdalen ov5.

1A= J{x=a) +(y-a) =5
\/(x—3)2+(y—1)2:\/_5 (dosadimey =11~ 2x)
o2 g s

(x=3)°+(10- )" = 5

X2 —6x+9+100- 46+ 4°= !
- 5x* —46x+ 104= (

_binz —4ac _ —(—46)1\/(—46)2 - 4D5]104_ 46+ 6
2a - 205 10

%=



o x = 20t0_ 52 256 =y, =11- x= 11 232—6_— = S{E’ —3}

10 10

PF. 4: V roving jsou dany bodyA[-1;,-3], B[3;-1]. Najdi vypatem mnoZinu viech béd
X takovych, aby UhekAXB byl pravy.

; Reseni zname, jde o Thaletovu kruznici, ale musimggecitat. DWW moznosti:

- a) Uhel <AXB je pravy, pravé kdyz vektory X —A a X - B jsou na sebe kolmé.

X -A=(x+Ly+3) X-B=(x-3;y+1)

- Vektory jsou kolmé, pravkdyz je jejich skalarni s@in roven nule= (X - A)(X -B)=0.

(x+1)(x=3+(y+3(y+)=0

X2 -3x+x-3+y’+3y+y+3=0

- x?—2x+y?+4y = 0 (urité jde o obecnou rovnici kruznice, najdemiedovy tvar)

X2 -2x[+P-P+y?+ yO2 2- Z=(x- L+(y+ ¥- &

(x—1)2+(y+ 2)2 =5= S[;-2], r =5

- Odpovida pedpokladm, sted kruznice je i $edem Us&ky AB.

b) Uhel <AXB je pravy, pravé kdyz pro strany trojahelniku ABX plati Pythagorova

- véta.

| AX[+[BX["=|ABf

IAX = (x4 (y+ ) BX|=(x=3)" +(y+)°

| AB|=(-1-3) +(~3-[-4)’ =V20= /¢

' Dosadime do Pythagorovty: (x+1)° +(y+3)*+(x-3°+(y+1’= 2C

X H2x+1+ Y2+ By + O+ X2 - B+ OFyi+ X+ B 2

22— 4x+2y*+ 8y= 0

X2 =2x+y?+4y=0 (stejna rovnice jako vipdchozi variat nebudeme patat dal)

Pedagogicka pozndmkaMinimaln¢ nékteti studenti nebudou chdpat, pisme rovnou
neprohlasili, Z&eSenim je kruznice se'stiem ve sedu Useéky AB. Je poteba jim
jeSe€ jednou zdraznit, Ze jsme ze zadani ,rekli“, Ze hledanou mnozinou béd
je Thaletova kruZznice.



PF. 5:  Uréi mnozinu viech badX roviny, které maji od bod\[-1;-3] dvakrat ¥tsi
vzdalenost nez od bodg[3;-1].

Ted’ uZz nevime, jaky vysledek mameeavat.

 Podle zadani plat{AX| =2|BX|.

- Vzdalenosti mame tené z pedchoziho fikladu:

|AX|= (k) (y+3)° BX|=[(x-3)" +(y+3)’
Dosadime:

O+ (y+3 =2(x- 9+ (y+ 9 7

(o) (v = A (x- 9 (v 9]

X+ 2x+1+y?+ By + 9= 4 X7 - &+ Hy’+ Y+ )

X +2x+y? + 6y +10= &% - 2&+ 36 47+ §+

3x*-26x+ 3y*+ A+ 30= 0 /:: (musime zjistit, zda jde o rovnici kruznicéeRadime na
- stredovy tvar)

' 2 2 2 2
x2—2—;x+y2+—§y+10=x2—2xt-11§3+(i? —(—13 +y2+2y931+(—3 —(—; +10= (

( 13)2 ( 1)2 80 _
| X=—| +y+t=| ——=0
| 3 3) 9

i 2 2
; (X—E’j +(y+_;'j :g): S[E”__lj|, r = ﬁ):is

3 3

3 9 3 3 9 3

Pr. 6: (BONUS) Prohlédni steSeni pedchoziho fikladu a rozhodni, jak se zmi
vysledek, pokud bude plafidX| = k|BX|, kdek je kladné reainéislo.

' Postupovat budeme stéjrdojdeme k rovnici:

X H2x+1H Y+ By + 9= k(X2 - &+ OF 2+ + ).

Pokud bude platik =1, druhé mocniny na obou stranach rovnice sétodea ziskame

' rovnici primky (samo#ejmé, mnozinou bad které jsou stefavzdalené od badA aB je osa
. Useky AB).

. Pokud bude platik # 1, druhé mocniny na obou stranach rovnice se ngode ziskame

' rovnici, kterd budeifjpominat obecnou rovnici kruznice (museli bychostjelokazat, Ze po
" Upraw na stedovou vyjde kladnéislo na pravé stranTedy, Ze platin’ +n?— p >0).
Zrejme to tak dopadne, nenfidod, aby se vysledek tak radik&lmeénil a jeden bod, ktery

- vyhovuije rovnici|AX| = k|BX| najdeme vzdy na isee AB, druhy pak na zbytkurpmnky AB.

 Presto odhad potvrdime vygem:

X+ 2x+1+yP By + 9= kX - X+ KOk Y Pk Py +k

0=(K2-1)x* +(k?-1) y?—( &>+ Ix+( x>~ gy+ 107~ 1

Rovnici upravime na tvax® + y* - 2mx—2ny+ p = 0.

(k2 -1)x2+(k2-1) y?- 2( &2+ Ix- { 3k y+ 1k~ )= 0 /(k*- )



2 —1) , p=10.

' Podminka, kterou musi koeficienty spVat, aby rovnice byla obecnou rovnici kruznice:
b2 2
' m +n°-p=0.

[T [(3-¢
' Dosadime +

5 (k*~1)
(1) (k) (ke-
0K+ BKE+ 1+ O- BC+K - 1K+ 2@2— 10 .
| (k= >

N

| 20k®
ey

>0 - Zlomek obsahuje pouze druhé mocniaypro k >0;k # 1 je WtSi nez nula.

Pr. 7. Petakova:
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Shrnuti:  SlozZitjSi piiklady je nutné rozloZzit na men&sti, @i jejich patitani pak musime
porad Wdét, co vlast® déldme a jaky to ma vyznam z hlediska celéegeni.



